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УДК 539.3 : 543.1

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН В СЛОИСТЫХ ВЯЗКО-
УПРУГИХ КОНСТРУКЦИЯХ

Цель работы. Разработка упрощённой математической модели и методики расчёта для инженер-
ной практики, которые позволяют на стадии создания и доводки давать предварительную оценку
прочности и устойчивости слоистых конструкций при действии на них нагрузок ударного типа.
Анализ возможности применения стержневых теорий для исследования переходных процессов в эле-
ментах вязко-упругих конструкций.
Методы исследования. Для описания движения составляющих слоистых конструкций используют-

ся уточнённые (неклассические) стержневые модели. В этих моделях учтены некоторые дополнитель-
ные факторы, влияющие на распространение волн напряжений. Принимается, что в области контакта
стержней действует сила, пропорциональная относительному перемещению элементов конструкции, и
сила трения, пропорциональная относительной скорости перемещения частиц срединных линий стерж-
ней. Задача о торцевом ударе по составному (двухслойному) стержню решается аналитически с
использованием методов разделения переменных и разложений в ряды Фурье.
Полученные результаты. С помощью замены переменных и метода разделения искомых функций

сформулированы две краевые задачи для волнового и телеграфного уравнений, приводимых к безразмер-
ному виду. Задан закон изменения по времени импульсного воздействия, моделирующий действие им-
пульса продольной силы на границе конструкции. Получены расчётные формулы для вычисления значе-
ний обобщённых перемещений в каждом из составляющих конструкции, и изменений объёмной плотно-
сти потенциальной энергии упругой деформации в двухслойном стержне. Приводятся графики и прово-
дится анализ изменения энергии деформации в двухслойном стержне, составленном из различных мате-
риалов при заданном воздействии на границе.
Научная новизна. На основе использования уточнённой стержневой модели двухслойной вязко-

упругой конструкции разработана методика и получены формулы для расчёта продольных движений её
составляющих и изменения энергии деформации вдоль конструкции, вызванных нестационарной торце-
вой нагрузкой.
Практическая ценность. Вязко-упругие слоистые конструкции широко применяются в современ-

ной технике. Исследование качественных закономерностей движения составляющих конструкции ис-
пользуется при оценке прочности контакта и устойчивости при действии различных нагрузок. Разра-
ботанная методика расчёта и полученные формулы для нахождения перемещений каждого слоя и
изменения энергии деформации всей конструкции, основанные на использовании уточнённой модели
движения двухслойного вязко-упругого стержня, представляют интерес для инженерной практики.
Ключевые слова: слоистая конструкция; стержневая модель; вязко-упругое взаимодействие; энер-

гия деформации; волны напряжений.
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ВВЕДЕНИЕ

Интерес к вопросам вязко-упругого дефор-
мирования слоистых тел объясняется широким
применением в современной технике и строи-
тельстве сооружений различных составных кон-
струкций из металлов, полимеров, пластиков и
резиноподобных материалов, обладающих этими
свойствами. Металлы и их сплавы, не обнаружи-
вающие свойства вязкости при воздействии на
них внешних сил умеренной интенсивности, при
действии нестационарных нагрузок большой ин-
тенсивности (например, падение взрывной удар-

ной волны на поверхность металла) проявляют
заметные временные эффекты [1]–[3].

1 АНАЛИЗ ИССЛЕДОВАНИЙ И ПУБЛИ-
КАЦИЙ

В работе [1] приведен краткий анализ различ-
ных моделей, описывающих продольные колеба-
ния составных конструкций. Проведён анализ
дисперсионных и диссипативных свойств волн в
составном стержне, движения которого описыва-
ются уточнёнными уравнениями Миндлина-Гер-
мана. Показано, что такая модель может быть ис-
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пользована для исследования динамических про-
цессов в слоистых вязко-упругих элементах кон-
струкций.

2 ЦЕЛЬ РАБОТЫ

Создание математической модели и методики
расчёта для исследования качественных и коли-
чественных характеристик движения многослой-
ных вязко-упругих конструкций является акту-
альной задачей для оценки их прочности при
действии различных нагрузок.

3 ИЗЛОЖЕНИЕ ОСНОВНОГО МАТЕРИА-
ЛА И АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТА-
ТОВ

3.1 Модель двухслойной конструкции. Поста-
новка задачи. Ограничимся рассмотрением од-
номерной модели, представляющей собой два па-
раллельно соединённых стержня, которые при
взаимодействии проявляют линейно-вязко-упру-
гие свойства. Рассмотрим распространение волн
в таком композитном стержне при действии на
его левый конец ( 0=x ) в начальный момент
времени ( 0=t ) продольного импульса кинема-
тического или силового происхождения. Правый
конец составного стержня ( Lx = ) будем считать
свободным.
Используя одно из простейших видоизмене-

ний закона Гука, учитывающее вязкие свойства
среды, данное Максвеллом [2]–[4], движение двух-
слойного стержня зададим системой уравнений:

( ) FuSuSE i
iiiiii 1−+ρ=′′ && , 2,1=i . (1)

Здесь ( )txui ,  – продольные перемещения стерж-
ней, штрихи означают частные производные по
координате, а точки – частные производные по

времени; iE , iS , iρ  – модули Юнга, площади по-
перечных сечений и плотности материалов соот-
ветственно:

( ) ( )122121 uuRuuRF && −+−= . (2)

В процессе действия на рассматриваемую конс-
трукцию торцевой нагрузки между её элемента-

ми возникает контактное давление ( )txF , , кото-
рое учитывает два физических механизма взаи-

модействия стержней (2). Слагаемое ( )121 uuR −
согласно закону Гука пропорционально относи-
тельному смещению стержней, а слагаемое

( )122 uuR && −  пропорционально относительной ско-
рости их движения и определяет силу сопротив-
ления, ответственную за диссипацию энергии.

Коэффициенты 1R  и 2R  характеризуют силы
упругого и вязкого взаимодействия стержней.

Систему уравнений (1) дополняем начальны-
ми и граничными условиями, соответствующими
рассматриваемой задаче. Начальные условия опи-

сывают отсутствие смещений iu  всех точек стерж-
ней из положений равновесия и равенство нулю

их начальных скоростей iu& :

0== ii uu & ,       Lx ≤≤0 , 0=t . (3)

Граничные условия налагаются на относитель-

ные деформации iu′  в граничных сечениях 0=x

и Lx =  в произвольный момент времени 0>t .
Эти деформации пропорциональны соответствую-
щим напряжениям, причём напряжение обуслов-
лено действием внешней силы на левом конце
стержня и равно нулю на правом (свободном)
конце. Поэтому граничные условия при 0>t
принимаются в виде:

( ) ( )








==′

=⋅
+

=′

.,0

;0,
21

0

Lxu

xtf
SSE

Fu

i

i
i

(4)

Здесь 0F  – коэффициент, определяющий амп-

литуду заданной деформации в сечении 0=x , ( )tf
– заданный закон изменения нагрузки при 0≥t .
Условия (4) предполагают, что напряжения в
нагружаемом сечении ( 0=x ) в обоих стержнях
одинаковы, а деформации могут быть различны
за счёт различия модулей упругости.

3.2 Преобразование системы определяющих
уравнений. С целью разделения искомых функ-

ций введём новые переменные iv  по формулам:

( ) 21 1 vvu i
i −−= , т.  е.

( ) ( )( )212
1 1, uutxvv i

ii −−== , 2,1=i . (5)

Тогда система (1) принимает вид:

( )( )=′′−−′′ 21 1 vvSE i
ii

( )( ) ( ) ( )222121 211 vRvRvvS ii
ii &&&&& +⋅−−−−ρ= . (6)

Введём новые независимые переменные, по-
лагая:

( ) αξ=τξ,x , ( ) βτ=τξ,t .

Тогда поля продольных перемещений:

( ) ( ) ( )( )τξτξ=τξ ,,,, txvw ii . (7)

Здесь ξ , τ  – безразмерные координата и вре-

мя, α  и β  – неизвестные параметры, подлежа-
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щие определению. Дифференцируя (7), находим:

ii wv ′
α

=′ 1
, ii wv ′′

α
=′′

2
1

, ii wv &&
β

=
1

, ii wv &&&&
2

1
β

= . (8)

Здесь штрихи и точки при неизвестных фун-

кциях iw  означают частные производные по ξ
и τ  соответственно. Система уравнений (6) при-
нимает вид:

( )( ) =′′−−′′
α

212 1 wwSE iii

( )( ) ( ) 







β

+⋅−−−−
β

ρ
= 2

2
21212 211 wRwRwwS iiii &&&&& . (9)

Вычитая теперь из первого уравнения ( 1=i )

системы (9) второе ( 2=i ) и полагая 22 κβ=α ,

где 0
2211
2211 >=κ ρ−ρ

−
SS
SESE

, получаем два уравнения:

011 =−′′ ww && , (10)












β
∆

++
β

ρ−ρ
=′′ 222

1
2

2211
2 4

www
R

SSAw &&& . (11)

Здесь 
2211

1
24

SESE
RA +

κβ= , 
1

2
R
R=∆  – коэффициент

диссипации [1]. Если положить 1=A , то получа-

ем ( ) 21

4 1
2211

R
SESE

κ
+=β , и уравнение (11) принимает

вид

2222 wwwrw &&& δ++=′′ , (12)

где nr κ= , 
2211
2211

SESE
SSn +

ρ+ρ= , β
∆=δ . Уравнение (12)

известно под названием телеграфного [5].
К уравнениям (10) и (12) следует присоеди-

нить начальные и граничные условия (3) и (4),
которые с учётом преобразований (5) и (7) при-
нимают вид:

при 0=τ : 0== ii ww & ,   b≤ξ≤0 ; (13)
  при 0>τ :

( ) ( )








=ξ=′

=ξβτ







+

+
α

=′

.,0

;0,11
2 2121

0

bw

f
EESS

Fw

i

i
 (14)

Здесь α= Lb .

3.3 Пример расчёта двухслойной конструкции.
Пусть на границе конструкции ( 0=x ) задана

сила, изменяющаяся по закону ( ) ( )tfFtF 0= . С
целью изучения распространения нестационар-
ных волн импульсный характер силового воз-

действия моделируем заданием функции ( )tf  в
виде:

( ) T
t

e
T
ttf

−
= ,

где T  – заданная константа ( ( ) ( ) 1

0
max −

≥
== eTftf

t
).

При росте аргумента эта функция экспоненци-
ально убывает, асимптотически стремясь к нулю.
Легко видеть, что уже при Tt 3>  её значения

достаточно малы ( ( ) ( ) 4,03 ≈TfTf ). Оценим, нас-

колько величина T  должна быть малой, чтобы
нагрузка носила импульсный характер (характер
однократного удара). Требуется, чтобы при Tt 3=
продольные волны, распространяясь по состав-

ному стержню со скоростями ( ) 21
iii Ec ρ= , 2,1=i ,

преодолевали расстояние, малое сравнительно с

длиной стержня: { } LTci ≤⋅ 3max , отсюда

{ }ic
LT

max3
<< .

Функция ( )βτf  в условиях (14) принимает
вид:

( ) ( )τϕ
β

=βτ
T

f ,

где

( ) Te
βτ

−
τ=τϕ .

Таким образом, получаем две задачи:

I  
[ ]

( ) ( )












=ξ=′
=ξτϕ+=′>τ

∈ξ===τ

=−′′

,,0
;0,1:0

;,0,0:0

,0

bU
zU

bUU
UU
&
&&

II  
[ ]

( ) ( )












=ξ=′
=ξτϕ+=′>τ

∈ξ===τ

+δ+=′′

.,0
;0,1:0

;,0,0:0

,

bV
zV

bVV
VVVrV

&
&&&
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Здесь ( )τξ,U  и ( )τξ,V  – безразмерные пере-
мещения. Связь безразмерных и размерных ве-
личин осуществляется по формулам:

( ) ( ),,
,,,

21 VUMuVUMu
bLtx

−=+=
α=βτ=αξ=

(15)

где

( ) TSSE
FM β

⋅
+

α
=

211

0

2 ,         
2

1

E
Ez = .

Решение задачи для U  (краевой задачи I для
волнового уравнения) ищем в виде [4], [6]–[7]

( ) ( ) ( )τξ+τξ=τξ ,,, 21 UUU .

Подберём функцию 2U  так, чтобы граничные

условия для функции 1U  стали однородными.
Пусть

( ) ( )τϕξ−+−= 2
1 2

1 b
b
zUU , (16)

тогда для 1U  получаем задачу:

( ) [ ]














=ξ=′
=ξ=′>τ

∈ξξ−
+

===τ

Φ+=′′

.,0
;0,0:0

;,0,
2

1,0:0

,

1

1

2
11

11

bU
U

bb
b
zUU

UU

&

&&

(17)

Здесь

( ) ( ) ( ) ( )[ ]τϕ′′ξ−−τϕ+=′′−=τξΦ 2
22 2

2
1, b

b
zUU&& .

Решение задачи (17) ищем в виде ряда Фу-
рье по косинусам:

( ) ( )
b
naU

n
n

ξπ
τ=τξ ∑

∞

=
cos,

0
1 . (18)

Подставляя разложение (18) в (17), получаем
обыкновенные дифференциальные уравнения и
дополнительные соотношения для определения

коэффициентов ( )τna . После преобразований на-
ходим:

( )

( ) ( )












η+τ+
τπ

+
τπ

=τ














τ+ττ−










τ−ττ−

τ+
=τ

τ
τ

−

τ
τ

−

,sincos

,22
6

1

0

0 3
0

2
0

3
0

2
0

2

0

ep
b
nB

b
nAa

eb
b

za

nnnnn (19)

где

2
n

n q
A µ

= , 
( )

2
0

2

2
2

n

n
n qnb

bqB
⋅τπ

−µ
= , β

=τ
T

0 , ( )zb +τ=µ 14 3
0

3
,

2
0

222 τπ+= nbqn ,   
n

n qn
p 3

0
222 τπ
µ

= ,   2
n

n q
µ

−=η .

Подставляя найденные по формулам (19) ко-

эффициенты Фурье ( )τna  в ряд (18), находим

решение задачи I для функции ( )τξ,U  по фор-

мулам (16), где ( ) 0τ
τ

−
τ=τϕ e .

Решение задачи для V  (краевой задачи II для
телеграфного уравнения) будем искать в виде

( ) ( ) γτ−τξ=τξ eWV ,, . (20)

С целью исключения производной W&  поло-

жим r2
δ=γ . Тогда краевая задача для функции

W  принимает вид:

[ ]
( )















=ξ=′
=ξτψ=′>τ
∈ξ===τ










 δ
−+=′′

.,0
;0,:0

;,0,0:0

,
4

1
2

bW
W

bWW

W
r

WrW

&

&&

(21)

Здесь

( ) ( ) ( ) ( ) 111 τ
τ

−
γτ τ−=τϕ⋅−=τψ ezez ,

02

0

0

0
1 11 τ−

τ
=

γτ−
τ

=τ δ
r

.

Уравнение (21) известно как уравнение Клей-
на-Гордона [5]. Как и в случае решения задачи
для U , полагаем

( ) ( ) ( ) =τξ+τξ=τξ ,,, 21 WWW

( ) ( ) ( )τψξ−−τξ= 2
1 2

1, b
b

W , (22)

что приводит к краевой задаче с однородными
граничными условиями:

( ) [ ]















=ξ=′
=ξ=′>τ

∈ξξ−
−

===τ

Θ+




 −+=′′ δ

.,0
;0,0:0

;,0,
2

1,0:0

,1

1

1

2
11

1411
2

bW
W

bb
b

zWW

WWrW r

&

&&

(23)
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Здесь

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }[ ]τψ ′′+τψ−ξ−−τψ=τξΘ δ rb
b r4

2 2
12

2
1, .

Решение задачи (23) ищем в виде ряда:

( ) ( )∑
∞

=

ξπ
τ=τξ

0
1 cos,

n
n b

ncW . (24)

Используя уже полученные разложения и
приравнивая коэффициенты Фурье при коси-
нусах, получаем задачу Коши для определения

( )τnc . После преобразований находим:

( ) ( )
+τω−τω








−

τ
+

−
ω

=τ 0000
1

0

0
0 cossin

6
11 gfgbzc

( ) 1
00

τ
τ

−
+τ+ egf , (25)

где










 δ
−=ω

rr 4
11 2

2
0 ,   

( )
0

1
0

12
brk
zg τ−

= ,   ( )2
100 1 τω+=k ,

( )
0

2
10

0
1

k
hzf τ−

= ,          br
bkh 1
6 2

1

0
0 −

τ
= ;

( ) ( ) 1sincos τ
τ

−
+τ+τω+τω=τ egfDSc nnnnnnn ,   (26)

где

nn gS −= , 







+

µτ
= 12 01

nn

n
n k

k
k

g , ( ) 22
21
π

−=µ
n

bzn ,

( )2
11 τω+= nnk , 

n
nn k

kf 0µ= , 
rb

n
n 2

22
2
0

2 π
+ω=ω ,









µ−−

τω
= nn

n

n
n fgD

1

1
.

Решение задачи для V  находим по формуле
(20) с использованием формулы (22) и разло-
жения (24).

3.4 Вычисление энергии деформации. Резуль-

таты расчётов перемещений ( )τξ,U  и ( )τξ,V ,

[ ]b,0∈ξ , позволяют получить картины профилей
волн для фиксированного значения времени

*τ=τ  или изменения ( )τξ ,*U  и ( )τξ ,*V  во вре-

мени 0>τ  в заданной точке *ξ=ξ .
Представляет интерес исследование взаимно-

го влияния перемещений U  и V  на распростра-
нение волн вдоль составного стержня. Наглядно
это явление можно наблюдать как «размытие»
(дисперсию) профиля импульса начального воз-
буждения при прохождении его вдоль рассмат-
риваемой конструкции. Для этого удобно рас-
смотреть изменение максимума энергии дефор-
мации. Получим расчётные формулы для вычис-
ления энергии. Объёмная плотность потенциаль-
ной энергии упругой деформации в элементах
конструкции для случая одноосного напряжён-
но-деформированного состояния в каждом стер-

жне iiiP εσ= 2
1 , 2,1=i . Относительные деформа-

ции ii u′=ε , механические напряжения iii Eε=σ .

Тогда ( )2
2
1

iii uEP ′= . Общая (по обоим стержням)

упругая энергия в элементы длины dx  состав-

ного стержня ( )dxSPSPdE 2211 += . Общий объём

элемента ( )dxSSdV 210 += . Тогда объёмная плот-

ность P  потенциальной энергии деформации,
после преобразований, будет равна:

( )
( ) ( )[ ]22

1
1

2

2
2

0 12
VUVUzz

z
ME

dV
dEP ′−′+′+′

+α
== ,   (27)

где

2

1

E
Ez = ,              

2

1
1 S

Sz = .

С помощью соотношений (7) и (15) форму-
ла (27) сводится к следующему безразмерному
виду:

( ) ( ) ( )22
1,~ VUVUzzP ′−′+′+′=τξ .

При расчётах задавались следующие значения
исходных параметров:

а) 1=i , сталь, 11
1 102 ⋅=E Па, 78001 =ρ кг/м3,

7
1 105 ⋅=R Па, 50001 =c м/с; 2=i , медь,

11
2 101,1 ⋅=E Па, 89002 =ρ кг/м3, 35002 =c м/с;

б) 21 =S см2 4102 −⋅= м2, 12 =S см2 410−= м2,

1=L м;

в) находим 82,1=z , 21 =z , 710328,4 ⋅=κ м2/с2,

51,0=α м, 5107,7 −⋅=β c, 96,1=b , 08,2=r .

Установим время действия импульса нагруз-

ки. Имеем: { } 87,0
121 3,max30 ≈=<<=τ βββ c

L
cc

LT , по-

этому полагаем 087,00 =τ . Далее, задавая 1,0=δ

согласно [1], находим 1τ .
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Рисунок 1. Пространственно-временное распределение объёмной плотности упругой энергии

На рис. 1 представлены картины изменения

объёмной плотности упругой энергии ( )τξ,~P  в

двухслойном стержне, локальные мгновенные
значения которой откладываются по высоте. Из-
менения плотности энергии вдоль конструкции,
расположенной на горизонтальной оси

( 2500 ≤ξ≤ ), представлены по времени с шагом

04τ=τ∆  ( 0τ  – длительность действия импульса

внешней нагрузки, 160 ≤τ≤ ). За период времени

τ∆<τ<τ∆ 108  возникает «провал» энергии по всей
длине двухслойного стержня. После отражения

волны от свободного конца b=ξ  (при τ∆>τ 11 )
максимум плотности энергии снова возникает
возле середины конструкции, но с меньшей амп-
литудой. Величина изменения амплитуды энер-
гии, очевидно, зависит от параметра δ , связанно-
го с коэффициентом диссипации ∆ . Для сравне-

ния были сделаны расчёты при значениях 7,0=δ

и 15,0=δ . На рис. 2 видно, что при 7,0=δ  макси-
мальные значения плотности энергии уменьша-
ются.

Рисунок 2. Изменение распределения упругой энергии при увеличении потерь



Общие вопросы двигателестроения

               ISSN 1727-0219     Вестник двигателестроения № 1/2018 – 13 –

Рисунок 3. К определению групповой скорости упругих волн

Рис. 3 соответствует более длительному вре-
мени наблюдения за процессом распространения
волн, причём шкала времени содержит 200 деле-

ний с шагом 02,1 τ=τ∆  и расположена горизон-
тально. Стержневая конструкция рассматривает-

ся со стороны действия нагрузки ( 0=ξ ) и со-
держит 250 делений. Картины почти установив-
шегося процесса образования «складок» энерге-
тической плотности дают представление о ско-
ростях распространения энергии деформации, т.е.
о групповой скорости. Две наклонные складки,
образованные проходом падающих и отражён-
ных волн вдоль конструкции, занимают время,
приблизительно равное 40 делениям шкалы, т. е.

04840 τ=τ∆≈∆T . Тогда групповая скорость

T
b

gv ∆≈ 2 . Для оценки gv  можно восстановить

физическую размерность и сравнить получен-

ный результат с 1c  и 2c .

ВЫВОДЫ

Предложенная математическая модель и ме-
тодика расчёта могут быть использованы для пред-
варительной оценки прочности при разработке
новых конструкций из сложных композитов.
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РОЗПОВСЮДЖЕННЯ ХВИЛЬ В ШАРУВАТИХ
В’ЯЗКО-ПРУЖНИХ КОНСТРУКЦІЯХ

Мета роботи. Розробка спрощеної математичної моделі і методики розрахунку для інженерної
практики, які дозволяють на стадії створення і доводки надавати попередню оцінку міцності і
стійкості шаруватих конструкцій при дії на них навантажень ударного типу. Аналіз можливості
застосування стержневих теорій для дослідження перехідних процесів в елементах в’язко-пружних
конструкцій.
Методи дослідження. Для описання руху складових шаруватих конструкцій використовуються

уточнені (некласичні) стержневі моделі. В цих моделях враховано деякі додаткові фактори, які впли-
вають на розповсюдження хвиль напружень. Приймається, що в області контакту стержнів діє сила,
пропорційна відносному переміщенню елементів конструкції, і сила тертя, пропорційна відносній швид-
кості переміщення частинок серединних ліній стержнів. Задача про торцевий удар по складеному
(двошаровому) стержню розв’язується аналітично з використанням методів розділення змінних і
розкладання в ряди Фур’є.
Отримані результати. За допомогою заміни змінних і методу розділення шуканих функцій сфор-

мульовано дві крайові задачі для хвильового і телеграфного рівнянь, які зведено до безрозмірного вигля-
ду. Задано закон зміни за часом імпульсного впливу, який моделює дію імпульсу поздовжньої сили на
границі конструкції. Отримано розрахункові формули для обчислення значень узагальнених переміщень в
кожній зі складових конструкції, і змін об’ємної густини потенціальної енергії пружної деформації в
двошаровому стержні. Наводяться графіки і проводиться аналіз зміни енергії деформації в двошарово-
му стержні, складеному з різних матеріалів при заданому впливі на границі.
Наукова новизна. На основі використання уточненої стержневої моделі двошарової в’язко-пружної

конструкції розроблена методика і отримано формули для розрахунку поздовжніх рухів її складових і
зміни енергії деформації вздовж  конструкції, викликаних нестаціонарним торцевим навантаженням.
Практична цінність. В’язко-пружні шаруваті конструкції широко застосовуються в сучасній техніці.

Дослідження якісних закономірностей руху складових конструкції використовується при оцінці міцності
контакту і стійкості при дії різних навантажень. Розроблена методика розрахунку і отримані форму-
ли для знаходження переміщень кожного шару і зміни енергії деформації всієї конструкції, засновані на
використанні уточненої моделі руху двошарового в’язко-пружного стержня, становлять інтерес для
інженерної практики.
Ключові слова: шарувата конструкція; стержнева модель; в’язко-пружна взаємодія; енергія дефор-

мації; хвилі напружень.

WAVE PROPAGATION IN LAYERED VISCOUS-ELASTIC
CONSTRUCTIONS

Purpose. Development of a simplified mathematical model and calculation methodology for engineering
practice, which allow preliminary assessment of the strength and stability of layered structures at the stage of
creation and debugging when impact loads are applied to them. Analysis of the possibility of using the core
theories to study transient processes in elements of viscoelastic structures.

Methodology. For describing the motion of constituent layered structures we used refined (nonclassical)
rod models. These models take into account some additional factors that affect the propagation of stress
waves. We assumed that the force in the contact area of the rods is proportional to the relative displacement
of the structural elements and the frictional force proportional to the relative velocity of the particles
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movement of the median lines of the rods. The problem of front impact on a composite (two-layer) rod is
solved analytically by means of the separation of methods of variables and expansions into Fourier series.

Findings. By means of change of variables and the method of separation of the unknown functions, two
boundary value problems for the wave and telegraph equations reducible to the dimensionless form are
formulated. Authors designed the law of change in the time of impulse action, which simulates the action of a
longitudinal force pulse at the boundary of the structure. Calculation formulas are used for calculating the
values of generalized displacements in each of the components of the construction and changes in the bulk
density of the potential energy of elastic deformation in a two-layer rod. Graphs are given and an analysis of
the change in the energy of deformation in a two-layer rod made up of different materials is performed for a
specified impact at the boundary.

Scientific novelty. Based on the use of a refined rod model of a two-layer viscoelastic design, authors have
developed a procedure and derived formulas for calculating the longitudinal motions of its components and
changing the strain energy along the structure caused by a nonstationary end load.

Practical value. Viscoelastic layered structures are widely used in modern technology. Investigation of the
qualitative regularities of the motion of component structures is used in assessing the strength of contact and
stability under the action of various loads. Developed calculation technique and obtained formulas for finding
the displacements of each layer and the change in the deformation energy of the entire structure, based on the
use of a refined model of the motion of a two-layer viscoelastic rod, are of interest for engineering practice.

Keywords: layered construction; rod model; viscoelastic interaction; deformation energy; stress waves.
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