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ГЕОМЕТРИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ S-ПОДІБНИХ
СКЕЛЕТНИХ ЛІНІЙ ПРОФІЛІВ ЛОПАТОК ОСЬОВИХ

КОМПРЕСОРІВ
Мета роботи. Розробка геометричної моделі S-подібних скелетних (середніх) ліній профілів на-

прямних і робочих решіток компресорів осьового конструктивного оформлення шляхом подальшого
розвитку методу геометричного моделювання S-подібних кривих.
Методи дослідження. Скелетні лінії профілів лопаток осьових компресорів пропонується подава-

ти в натуральній параметризації із застосуванням квадратичної залежності розподілу кривини від
довжини дуги. Невідомі коефіцієнти цієї залежності визначаються шляхом мінімізації відхилення
проміжно отриманої точки скелетної лінії від точки, заданої проектантом. Об’єктом дослідження є
процес моделювання скелетних ліній профілів лопаток осьових компресорів, предметом дослідження –
моделі скелетних ліній.
Отримані результати. На основі запропонованого методу геометричного моделювання S-подібних

кривих розроблено програмний код, який дозволяє отримувати і візуалізовувати на екрані монітора
комп’ютера скелетні лінії профілів лопаток в широкому діапазоні кінематичних і геометричних пара-
метрів проектованих робочих і напрямних решіток осьових компресорів, що підтверджено практичною
реалізацією чисельних тестових варіантів змодельованих ліній.
Наукова новизна. Вперше запропоновано метод геометричного моделювання скелетних ліній профілів

лопаток осьових компресорів із застосуванням натуральної параметризації та квадратичного закону
розподілу кривини від довжини дуги обводу, що забезпечує плавність розподілу кривини та перегин
отриманої кривої в заданій користувачем точці.
Практична цінність. Запропонована модель скелетних ліній профілів лопаток осьових компресорів

розширює математичне забезпечення автоматизованої системи проектування лопаткових апаратів
проточних частин компресорів осьового типу, знижує імовірність появи огріхів у геометрії об’єктів
проектування та подальшої їх обробки на високоточному технологічному устаткуванні.
Ключові слова: скелетна лінія; профіль лопатки; осьовий компресор; геометричне моделювання;

натуральна параметризація; кривина.

ВСТУП

Однією з найбільш складних і наукомістких
галузей промисловості, яка динамічно розвиваєть-
ся в Україні та знаходить усе більш широке зас-
тосування своїх виробів на національному та
міжнародному ринках, є газотурбобудування. По-
штовхом до подальшого розвитку цієї енерге-
тичної галузі промисловості є постійне зростан-
ня вимог замовників до надійності газотурбін-
них двигунів (ГТД), їх економічності, безпеки в
експлуатації, екологічної чистоти в роботі тощо.
Ефективність ГТД суттєво залежить від ступеня
геометричної досконалості лопаткових апаратів
турбін і, особливо, компресорів – газодинамічних

машин, які дуже чутливо реагують навіть на не-
значні негаразди в геометрії їх проточних частин.
Відомо, що деякі неузгодженості між геометрію
лопаток компресорів і течією робочої речовини
призводять до появи додаткових втрат енергії,
відриву потоку і, навіть, до помпажу. Застосуван-
ня сучасних інформаційних технологій в плані
подання плоских і просторових обводів виробів
складної геометричної форми у підсумку сприя-
тиме поліпшенню геометричної якості лопатко-
вих апаратів компресорів, а, отже, підвищенню
ефективних показників як компресорів, так і ГТД
у цілому, що, в свою чергу, призведе до суттєвої
економії паливних ресурсів як двигунів, що зас-
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тосовуються в судновій енергетиці, так і тих, що
використовуються на газоперекачувальних стан-
ціях магістральних газопроводів.
Проектування лопаткових апаратів компре-

сорів сучасних ГТД є складним багатоетапним
процесом, ключовою складовою якого є побудо-
ва решіток профілів на осесиметричних (зокре-
ма, циліндричних) поверхнях струму в проточ-
них частинах компресорних венців. У випадку
циліндричних поверхонь струму побудова реші-
ток профілів виконується на основі рішення за-
дач проектування плоскої компресорної решітки,
що забезпечує заданий поворот потоку при
мінімальних втратах енергії робочої речовини в
решітках.
Традиційно профілі лопаток осьових комп-

ресорів формуються шляхом розподілу добре
відпрацьованих симетричних або асиметричних
профілів вздовж скелетної (середньої) лінії, яка
має забезпечувати задані кути входу і виходу
потоку, що досягається відповідними кутами на-
хилу дотичних в початковій і кінцевій точках
скелетної лінії. З підвищенням швидкості руху
течії робочої речовини, яка у високонавантаже-
них осьових компресорах потужних ГТД сягає
дозвукових і, навіть, значних надзвукових вели-
чин, проектанти компресорів почали надавати
скелетним лініям S-подібну форму, яка сприяє
безградієнтному руху ядра робочої речовини на
виході із міжпрофільних каналів. Оскільки се-
ред математичних кривих не виявлено таких, які
б забезпечували зазначені умови, важливість роз-
в’язання цього питання суттєво зростає.

1 АНАЛI З ДОСЛI ДЖЕНЬ I  ПУБЛ IКАЦ IЙ

У сучасній літературі з тематики, якій при-
свячена ця робота, можна знайти достатньо різно-
манітних методів геометричного моделювання
скелетних ліній профілів лопаток осьових комп-
ресорів. На ранньому етапі створення осьових
компресорів скелетні лінії профілів їх лопаток
описували дугами кіл, гіпербол, сполученням дуги
кола або гіперболи з відрізком прямої лінії, спря-
женням двох дуг кіл тощо [6 – 8]. Усі ці методи
мають незадовільні графіки розподілу кривини,
однієї з важливіших диференціальних характе-
ристик кривих ліній. При поданні скелетної лінії
сполученням дуг різних кривих в місті їх спря-
ження відбувається стрибкоподібна зміна кри-
вини, а у випадку сполучення дуг кривих з пря-
мою лінією ситуація погіршується, оскільки кри-
вина прямої дорівнює нулю. Відомі публікації [1,
2], в яких пропонується моделювати криві, у тому
числі й S-подібні, із застосуванням дуг кіл, по-
ліноміальних та експоненціальних кривих. У ро-
боті [3] досліджуються компресорні решітки з
керованою формою скелетної лінії профілю. Ав-
тори цієї роботи приходять до висновку, що зни-

ження втрат енергії в осьовому компресорі мож-
на отримати при проектуванні їх решіток з різною
формою скелетної лінії, зокрема S-подібною. Заз-
начимо, що останніми роками при моделюванні
різноманітних технічних об’єктів набули попу-
лярності методи подання кривих у натуральній
параметризації.

2 МЕТА РОБОТИ

Метою цієї роботи є розробка нового методу
геометричного моделювання скелетних ліній
профілів лопаток осьових компресорів із засто-
суванням натуральної параметризації кривих і
квадратичної залежності кривини від довжини
дуги модельованої лінії. При цьому необхідно
забезпечити можливість шляхом відповідного
вибору коефіцієнтів квадратичної залежності
кривини кути входу і виходу потоку із решітки
профілів, а також наявність перегину модельова-
ної кривої з метою надання їй S-подібної форми.
За вихідні дані при моделюванні скелетної

лінії приймаються геометричні кути входу і ви-
ходу потоку робочої речовини, координати по-
чаткової та кінцевої точок модельованої лінії,
абсциса точки початку перегину кривої та кут
нахилу дотичної в цій точці. Коефіцієнти квад-
ратичної залежності кривини та ордината точки
перегину кривої визначаються в процесі моде-
лювання потрібної скелетної лінії. Результатом
моделювання виступатимуть координати точок
отриманої скелетної лінії, що забезпечує задані
кути входу і виходу потоку та наявність переги-
ну кривої на визначеній проектантом її відстані
від фронту решітки профілів.

3 ГЕОМЕТРИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ СКЕ-
ЛЕТНОЇ Л IН IЇ ТА АНАЛ IЗ ОТРИМАНИХ
РЕЗУЛЬТАТ IВ

Розглянемо моделювання скелетної лінії про-
філю лопатки осьового компресора, яка генеру-
ються в натуральній параметризації та кривина
якої підпорядковується квадратичній залежності
від довжини дуги обводу, взятому у вигляді:

( ) cbsassk ++= 2 , (1)

де k кривина кривої; a, b, c – коефіцієнти, які
підлягають визначенню при моделюванні кри-
вої; s – поточна довжина дуги кривої.
З диференціальної геометрії [5] відомо, що

приріст кута нахилу дотичної ϕd  до осі х дорів-
нює добутку кривини кривої k(s) на диферен-
ціал дуги ds, тобто

( ) .dsskd =ϕ
З цього виразу інтегруванням можна знайти

кут нахилу дотичної до кривої в довільній її
точці:
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( ) ( ) ( )∫+ϕ=ϕ
s

dssks
0

.0

За прийнятим законом розподілу кривини (1)
кут нахилу дотичної до модельованої кривої виз-
начається виразом:

.
23

)(
23

0 csbsass +++ϕ=ϕ                 (2)

Параметричну криву в натуральній парамет-
ризації можна описати наступними рівняннями:

( )∫ ϕ+=
S

dssxsx
0

0 cos)( ;                  (3)

( )∫ ϕ+=
S

dssysy
0

0 sin)( .                  (4)

При моделюванні скелетних ліній застосуємо
такі вихідні дані:

точка 0 ;tg,0,0 0ϕ=′==→ yyx

точка 1 ;tg, 1ϕ=′=→ yxx p

точка 2 ,tg,, 222 ϕ=′==→ yyyхx

де 0ϕ , 1ϕ , 2ϕ – кути нахилу дотичних до моде-

льованої кривої.
У графічному вигляді вихідні дані показані

на рис. 1. Їх зміст ясний і зрозумілий.
Зазначимо, що моделювання скелетної лінії

профілю компресорної лопатки виконується у
відносних координатах, в яких абсциса х зміню-
ватиметься у межах від 0 до 1. Щодо ординати
точки 2 можна відмітити, що її величина визна-
чається виходячи із прийнятого закону закру-
чення лопатки, заданого кута установки профілю
в решітці. Кути 0ϕ  і 2ϕ  асоціюються з кутами
входу і виходу потоку робочої речовини, вони, а
також кут 1ϕ , задаються проектантом компресо-
ра на базі проведених газодинамічних розрахунків.
Моделювання скелетної лінії виконується в

наступній послідовності. Спочатку на підставі
залежності (2) встановлюється зв’язок між ку-
том в початковій точці кривої, тобто кутом  і
заданими кутами 2ϕ  і 1ϕ :

;
23

23

02 cSbSaS +++ϕ=ϕ

,
23

23

01 cpSbpSapS
+++ϕ=ϕ

φ0 

φ1 

φ2 

0 

1 

2 

x 

y 

xp 

Рисунок 1. Вихідні дані до 
моделювання скелетних ліній 

де S – довжина дуги кривої; р – деяка її частка,
яка забезпечує проходження кривої через точ-
ку 1.
З цих виразів знаходимо залежності для виз-

начення коефіцієнту а:

;
2

3 2

023 







−−ϕ−ϕ= cSbS

S
a

.
2

3 22

0133 









−−ϕ−ϕ= cpSSbp

Sp
a

Оскільки точки 1 і 2 належать одній і тій
самій кривій, то можна ці коефіцієнти прирівня-
ти і знайти вираз для коефіцієнта с:

( )
( ) ( ).

121 2
13

2
02

p
bSp

pSp
pc

+
−

−
ϕ−ϕ−ϕ−ϕ

=

Для побудови скелетної лінії треба якимось
чином визначити значення трьох невідомих ко-
ефіцієнтів (а, b, с), довжину дуги обводу S та част-
ку р, яка визначає довжину дуги між точками 0 і
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1. Отже, в поставленій задачі п’ять невідомих. Зав-
дяки наявності кутів нахилу дотичних до моде-
льованої кривої були знайдені вирази для об-
числення коефіцієнтів а і с. Розглянувши вираз
для коефіцієнта с, можна побачити, що для його
розрахунку треба мати числові значення ко-
ефіцієнтів b і р та довжину дуги S. Тобто кількість
невідомих зменшилася до трьох. Для їх знаход-
ження маємо координати точки 2 та абсцису точ-
ки 1. Таким чином, кількість невідомих збігаєть-
ся з кількістю наявних рівнянь вигляду (3) і (4),
застосованих для координат х і у точки 2 та абс-
циси х точки 1.
Ці невідомі будемо визначати шляхом роз-

в’язання оптимізаційної задачі, пов’язаної з уз-
годженням проміжно отриманої кінцевої точки
скелетної лінії та ординати у точки 1 з заданою
кінцевою точкою.
За цільову функцію в оптимізаційній задачі

приймається вираз:

( ) ( ) ,1
2

2
2

2 xxyyxx −+−+−=∆ )

де xyx ),,  – координати проміжних точок, виз-

начених з деякими значеннями невідомих пара-
метрів.
Безпосередньо для розв’язання оптимізацій-

ної задачі застосовано високоефективний алго-
ритм, призначений для мінімізації функції бага-
тьох змінних, запропонований Хуком-Дживсом
[10].
Оскільки в задачі, яка розв’язується, існують

два критерії, бо крива, яка вийшла з точки 0 має
пройти спочатку через точку 1, для якої відома
тільки абсциса, а потім через точку 2, то вона
відноситься до класу багатоцільових задач. У цій
роботі для її розв’язання застосовано метод Гер-
мейера [4], який передбачає використання для
цільової функції (у нашому випадку існують дві

цільові функції i∆ ) єдиного показника Q, в

якому цим складовим приписують різну вагу лi,
пронормовану на 1. Тобто,

∑
∑

=λ

∆λ=

.1

,

i

iiQ

Таким чином, цільова функція набуде вигляду:

( ) ( ) .12
2

2
2

21 xxyyxx −λ+−+−λ=∆ )

У цій роботі всі наведені нижче результати

були отримані при 1λ  = 0,75 і 2λ  = 0,25. При

цьому похибка визначення цільової функції не
перевищувала 1,05Е–4, що є достатнім для прак-
тичного застосування, оскільки сучасне техноло-

гічне обладнання дозволяє обробляти лопатки з
допуском 0,03 ...0,05 мм.
На підставі запропонованого методу моделю-

вання скелетних ліній профілів лопаток осьових
компресорів розроблено програмний код, засто-
сування якого дозволяє проводити обчислюваль-
ний експеримент з візуалізацією отриманих гра-
фічних результатів.
При проведенні обчислювальних експери-

ментів отримані результати, які наведені нижче у
гра-фічному вигляді.
Так, на рис. 2 показані результати моделю-

вання трьох скелетних ліній. Всі вони моделю-
валися з однаковими вихідними даними, за ви-
нятком ординати кінцевої точки, яка зменшу-
валася від 2,0 до 1,8 з кроком 0,1. Маленькі
кола на цьому рисунку відповідають початко-
вим і кінцевим точкам скелетних ліній, а також
точкам, де відбувається перегин кривих. Зі змен-
шенням ординати  кінцевої точки відповідно
зменшується ордината точки перегину. Оскіль-
ки абсциса цих точок не змінювалася, то всі
точки перегину чітко знаходяться на одній вер-
тикальній лінії. Зрозуміло, що вихідні дані взяті
для умовної решітки профілів лопаток осьових
компресорів. Метою цих і нижче наведених ре-
зультатів є перевірка працездатності запропо-
нованого методу моделювання об’єкту дослід-
ження.

Рисунок 2. Вплив ординати кінцевої  
точки на S-подібні криві 
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Додаткову інформацію щодо плідності запро-
понованого методу моделювання скелетних ліній
можна отримати, розглянувши графічну інформа-
цію, наведену на рис. 3, де показані криві розподі-
лу кривини скелетних ліній від відносної їх дов-
жини тих кривих, які зображені на рис. 2. Нуме-
рація кривих на цих рисунках є узгодженою.
Криві кривини мають плавний характер. Вони
поступово змінюються від монотонно спадної
кривої (крива 1) до кривої з яскраво вираже-
ним екстремумом (крива 3).

Вплив кутів 0ϕ  і 2ϕ при сталих значеннях

координати хр і кута 1ϕ  на S-подібні криві про-
демонстровано на рис. 4. Треба відзначити, що при
цих розрахунках ордината кінцевих точок змен-
шена до 1,2. Це можна вважати наслідком зміни
кута установки профілів лопаток осьових комп-
ресорів. У цих розрахунках кут 0ϕ  зростав від

67,5° до 77,5° з кроком 5°, кут ц2 також зростав у
межах від 40° до 50° з кроком 5°. Точки на кри-
вих, як і вище, визначають початок перегину цих
кривих.
Кут  також впливає на S-подібні криві (рис. 5).

На цьому рисунку криві моделювалися з посту-
повим зростанням кута  від 25° (верхня крива)
до 35° (нижня крива) з кроком 5°.
Зрозуміло, що за наявності працездатної прог-

рами можна навести значно більше прикладів,
які демонструють вплив тих чи інших параметрів
на модельовані криві. Усі наведені результати
мають чисто ілюстративний характер. Накопиче-
ний досвід свідчить, що до вибору вихідних да-
них треба підходити зважено. Це, до речі, також
відноситься до всіх кривих, які застосовуються
при поданні скелетних ліній профілів лопаток
осьових компресорів.
Наведені вище результати моделювання

підтверджують можливість побудови скелетних
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Рисунок 3. Графіки залежності кривини  
від відносної довжини дуги 

ліній S-подібної форми на базі кривих, що пода-
ються у натуральній параметризації, та квадра-
тичних залежностях розподілу кривини від дов-
жини дуги.
Слід підкреслити, що отримані в роботі ре-

зультати мають не тільки теоретичний, але й
практичний інтерес. Вони комплексно реалізу-
ють процес геометричного моделювання S-по-
дібних скелетних ліній профілів лопаток осьо-
вих компресорів, що суттєво ускладнено при за-
стосуванні традиційних підходів до побудови роз-
глянутих в роботі кривих. Проектанту компре-
сорної решітки профілів надана можливість без-
посередньо впливати на розташування точки пе-
регину кривої. На підставі газодинамічних роз-

Рисунок 4. Вплив кутів φ0 і φ2  
на S-подібні криві 
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Рисунок 5. Вплив кута ϕ1
на S-подібні криві
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рахунків потоку робочої речовини можна визна-
чати доцільне положення точки перегину, яке
забезпечить безградієнтну течію у вихідній час-
тині решітки профілів і зменшить втрати енергії
в компресорі.
Подальші дослідження у сфері моделювання

профілів лопаток компресорних решіток мають
бути спрямовані на розташування вздовж побу-
дованої S-подібної кривої добре відпрацьованих
експериментальним шляхом симетричних або
асиметричних крилових профілів, що є загально
прийнятим у практиці розробки проектів осьо-
вих компресорів ГТД.

ВИСНОВКИ

Запропоновано новий метод геометричного
моделювання скелетних профілів лопаток комп-
ресорних решіток S-подібної форми, який базуєть-
ся на застосуванні кривих в натуральній пара-
метризації та квадратичної залежності розподілу
кривини, невідомі коефіцієнти якої визначають-
ся в процесі моделювання потрібної лінії. При
цьому проектант компресорної решітки має мож-
ливість впливати на розташування точки пере-
гину кривої для надання їй S-подібної форми та
задавати в цій точці кут нахилу дотичної.
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ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ S-ОБРАЗНЫХ
СКЕЛЕТНЫХ ЛИНИЙ ПРОФИЛЕЙ ЛОПАТОК ОСЕВЫХ

КОМПРЕССОРОВ
Цель работы. Разработка геометрической модели S-образных скелетных (средних) линий профилей

направляющих и рабочих решеток компрессоров осевого конструктивного оформления путем дальней-
шего развития метода геометрического моделирования S-образных кривых.
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Методы исследования. Скелетные линии профилей лопаток осевых компрессоров предлагается
описывать в натуральной параметризации с применением квадратичной зависимости распределения
кривизны от длины дуги. Неизвестные коэффициенты этой зависимости определяются путем мини-
мизации отклонения промежуточно полученной точки скелетной линии от точки, заданной проектан-
том. Объектом исследования является процесс моделирования скелетных линий профилей лопаток
осевых компрессоров, предметом исследования – модели скелетных линий.
Полученные результаты. На основании предложенного метода геометрического моделирования

S-образных кривых разработан программный код, позволяющий получать и визуализировать на экране
монитора компьютера скелетные линии профилей лопаток в широком диапазоне кинематических и
геометрических параметров проектируемых рабочих и направляющих решеток осевых компрессоров, что
подтверждено практической реализацией многочисленных тестовых вариантов смоделированных линий.
Научная новизна. Впервые предложен метод геометрического моделирования скелетных линий про-

филей лопаток осевых компрессоров с применением натуральной параметризации и квадратичного
закона распределения кривизны от длины дуги кривой, что обеспечивает плавность распределения
кривизны и перегиб полученной кривой в заданной пользователем точке.
Практическая ценность. Предложенная модель скелетных линий профилей лопаток осевых комп-

рессоров расширяет математическое обеспечение автоматизированной системы проектирования ло-
паточных аппаратов проточных частей компрессоров осевого типа, снижает вероятность появления
погрешностей в геометрии объектов проектирования и последующей их обработки на высокоточном
технологическом оборудовании.
Ключевые слова: скелетная линия; профиль лопатки; осевой компрессор; геометрическое моделиро-

вание; натуральная параметризация; кривизна.

GEOMETRIC MODELLING OF S-SHAPED SKELETAL
LINES PROFILE OF AXIAL COMPRESSOR BLADES

Purpose. Development of the geometric model of S-shaped skeletal (middle) lines of profiles of guide vane
and rotor blade cascades of the axial-type compressors by further development of the method of geometric
modeling of S-shaped curves.

Research methods. The skeletal lines of the profiles of the axial compressor blades are proposed to be
described in natural parametrization using the quadratic dependence of the curvature distribution on the arc
length. The unknown coefficients of this dependence are determined by minimizing the deviation of the
intermediately obtained point of the skeletal line from the point specified by the designer. The object of the
study is the process of modeling the skeletal lines of profiles of axial compressor blades, the subject of research
is the model of skeletal lines.

Results. On the basis of the proposed method of geometric modeling of S-shaped curves, a program code has
been developed that allows to obtain and visualize on the screen of the computer monitor the skeletal lines of
the blade profiles in a wide range of kinematic and geometric parameters of the designed guide vane and rotor
blade cascades of the axial compressors. This is confirmed by the practical implementation of numerous test
variants of modeled lines.

Scientific novelty. For the first time, a method is proposed for geometric modeling of skeletal lines of
profiles of axial compressor blades with the use of natural parametrization and a quadratic law of the
distribution of curvature from the arc length of the curve, which ensures the smoothness of the curvature
distribution and the kink of the resulting curve at a user-specified point.

Practical value. The proposed model of skeletal lines of profiles of axial compressor blades widens the
mathematical support of the automated system for designing shoulder blades of flowing parts of axial-type
compressors, reduces the likelihood of errors in the geometry of design objects and their subsequent processing
on high-precision technological equipment.

Key words: skeletal line; blade profile; axial compressor; geometric modeling; natural parametrization;
curvature.
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