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В работе рассматривается действие осесимметричной краевой нагрузки на криволи-
нейную оболочку постоянного кругового сечения, имеющую вид части тора. Задача реша-
ется численно с использованием метода характеристик.
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Качественные закономерности распростране-
ния упругих волн в тонкостенных оболочках, на-
ходящихся под действием кратковременных на-
грузок, представляют интерес при оценке их проч-
ности, жесткости и устойчивости.
Оболочки простейших канонических форм

исследованы сравнительно подробно. Весьма слож-
ными для расчета оказываются оболочки с иной
геометрической структурой – трубчатые оболоч-
ки, получаемые движением образующей – плос-
кой замкнутой кривой вдоль некоторой направ-
ляющей линии. Такие оболочки находят широ-
кое применение, например, в качестве трубопро-
водов, переходных патрубков и т. п. Трубопрово-
ды со сложным очертанием осевой линии явля-
ются самым распространенным конструктивным
элементом в энергетических установках. Они при-
меняются в агрегатах высокого давления, в
циркуляционных насосах и других системах, под-
вергающихся различным нагрузкам – высоким

давлением в сочетании со значительными виб-
рациями и нестационарными воздействиями.
Существующие методы анализа НДС трубо-

проводов традиционно строятся на базе стерж-
невых моделей. Такой подход может быть оправ-
дан при расчете толстостенных труб. Насколько
известно авторам, решение задач для тонких то-
рообразных оболочек в нестационарной поста-
новке до сих пор не проводилось. Можно ожи-
дать, что для проектировщиков и конструкторов
представляют интерес конкретные результаты по
расчетам оболочек, поверхность которых образо-
вана вращением вокруг оси окружности, эллипса
и замкнутых многоугольников.
Основные соотношения и уравнения момент-

ной теории оболочек вращения приводятся в ра-
ботах [1, 2]. Торовую оболочку, как оболочку вра-
щения, получаем в результате вращения вокруг
оси  z0 окружности радиуса R1 c радиусом цент-
ральной оси a0 (a0 > R1, рис. 1).

Рис. 1. Сечение оболочки с криволинейной осью
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Координатная поверхность определяется уг-
лом θ  (угол изгиба), задающим положение ме-
ридиальной плоскости, углом ϕ , измеряемым по
меридиану от оси вращения. Третья координата
z  отсчитывается по нормам к координатной по-
верхности (в сторону внешней нормам,

22
hzh ≤≤− , h  – толщина оболочки).

Параметрическое уравнение поверхности тора
запишется так:
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Тороидальная поверхность является поверх-

ностью смешанного типа, т. к. для π<ϕ<0  гаус-

сова кривизна 0>Г , а при π<ϕ<π 2 , 0<Г  (цен-
тры главных кривизн лежат по разные стороны
от поверхности). Зависимость между дифферен-
циалами дуг координатных линий и дифферен-
циалами криволинейных координат определяет-
ся соотношениями:

,; 22111 θ=θ=ϕ=ϕ= rddAdSdRdAdS

где коэффициенты Ляме:
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rRR  – радиусы главных кривизн. За-

метим, что при π<ϕ<π 2 , т. е. для части тора с
вогнутым вовнутрь меридианом (относительно
оси вращения) радиус кривизны 2R  следует
брать со знаком минус.
В данной работе рассматривается продольное

(осевое) распространение импульса осесиммет-
ричной краевой нагрузки. При этом для оболоч-
ки вращения должно быть определено осесим-
метричное распределение напряжений, в котором
составляющая перемещения в перпендикулярном
к меридиональной плоскости (окружности) на-
правлении не обладает осевой симметрией. Бу-
дем считать, что определяющей является осесим-
метричная относительно оси оболочки составля-
ющая движения. Поэтому, исходная система урав-
нений не зависит от перемещений и деформа-
ций координатной поверхности в направлении
меридиана.
Тогда уравнения движения тороидальной обо-

лочки в безразмерном виде запишутся так:
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Здесь нижние индексы после запятой означа-
ют частное дифференцирование.
Связь безразмерных и размерных параметров

и величин определяется равенствами:
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VW= , ( 2V , 3V – смещения соответ-

ственно вдоль осевой координаты и по нормали
к оболочке; ψ – угол поворота нормали (рис. 1).
Уравнения движения оболочки с прямолиней-

ной осью можно получить предельным перехо-
дом. Полагая 0=γ , ( ∞=2R ) правые части (2)
системы (1) примут вид:

svWF ,1 −= ; ),(2 sWAF +ψ= ; ssvUW
c

F ,),(1
2
2

3 ψ−+= .(3)

Система (1) с правыми частями (3) совпада-
ет с уравнениями для круговой цилиндрической
оболочки, приведенными в [3] и полученными
другим методом.
Для тороидальной оболочки при 0=ϕ  и π=ϕ

правые части (2) iF  ( 3;2;1=i ) системы (1) со-
впадают с выражениями (3) для цилиндричес-
кой оболочки. Наиболее существенные различия
движений цилиндрической и торовой оболочки

возникают при 
2
π

=ϕ  ( 102 RaR += ) и при

π=ϕ
2
3

( 102 RaR −= ). Для анализа особенностей

распространения упругих волн в обеих типах
оболочек, вызванных ударным воздействием, на-
чальные и граничные условия зададим в виде:

0,,, =ψ=ψ==== τττ WWUU    при    ;0=τ
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0>τ , π=s , 0=== sss MQN  (осевые силы и мо-
мент равны нулю).

Из последних условий следует: sUvW ,−= ;

sW ,=ψ ; 0, =sW ).
Поставленную задачу решим численно с ис-

пользованием метода характеристик [4, 5]. Систе-
ма уравнений (1) с правыми частями (2) и (3)
имеет четыре семейства характеристик, которые
предоставляют собой прямые линии в плоскости

τsO (рис. 2).

;1 constcx =τ±  ( 11 =c )

;2 constcx =τ±

Условия вдоль этих характеристик соответ-
ственно имеют вид:

;,, 1dsFdUdU s ±=±τ

;,, 2dsFdd s ±=ψ±ψ τ

.,, 3dsFdWdW s ±=±τ

Кроме условий (4) используем условия не-
прерывности, которые выполняются вдоль лю-
бого направления:

dsfdfdf siii ,, +τ= τ , где 3;2;1=i ; Uf =1 ;

ψ=2f ; Wf =3 .

Область возмущенного движения равномер-
но разбивается характеристическими линиями
семейства τ= dds на расчетную сетку (рис. 2).
Численно интегрируя вдоль отрезков характе-

ристик соответствующие условия и используя
линейную интерполяцию можно найти значения

девяти неизвестных значений U , ψ , W  и их пер-
вых производных в узловых точках на характе-
ристиках, расположенных ниже по времени τ .

Рис. 2. Сетка характеристик, используемая при расчетах

При расчете значений неизвестных в узловых точ-

ках, принадлежащих границе 0=s , используются
условия на границе (4) и соотношение на ха-
рактеристиках не выходящих за границы области
интегрирования. Из условий (4) при 0=s , в случае

задания нагрузки в виде 0, VU =τ , следует, что

функции ψ  и W сеточной области, а производ-

ные τ,U и sU , теряет разрыв на характеристике
τ=s , которая является границей между облас-

тью возмущенного движения и областью покоя
(остальные неизвестные в точках этой характе-
ристики равны нулю в силу непрерывности). При

вычислении значений τ,U  и sU , в узловых точ-
ках на характеристике τ=s  используется усло-

вие dsFdUdU x 1,, =−τ . И условия на разрыве

0],[],[ =+τ xUU . Здесь ],[ τU  и ],[ xU  обозначают
величины скачков производных на характерис-
тике τ=s . Следует отметить, что так как

0=xW при τ=s  и 0,, ==τ sUU  при τ>s , то из
условий (7) и (8) вытекает постоянство произ-

водных τ,U  и sU ,  вдоль характеристики τ=s .
По описанной методике расчета, для сравне-

ния, решена задача о торцевом ударе по цилинд-
рической и тороидальной оболочкам при усло-

виях (4) для случая τ−⋅τ= 1
0 eV . Исходные без-

размерные параметры задавались такими:

;001,0=τ∆=∆s  ;501 ==α
h
R

 ;3,0=v ;542,0=c

8760=A ; 0=γ , 9
1;

3
1

.

На рис. 3 приведены распределения скоростей

в момент времени π=τ при 0=γ , что соответ-
ствует цилиндрической оболочке. На рис.4 для
того же момента времени приведены распреде-

ления скоростей для 3
1=γ  (рис. 4, а) и 9

1=γ

(рис. 4, б).

Рис. 3. Распределения скоростей в момент времени

π=τ  при 0=γ
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Рис. 4. Распределения скоростей в момент времени π=τ при 3
1=γ и 9

1=γ

Получено решение задачи о распространении
нестационарных волн в криволинейной оболоч-
ке в волновой постановке. Достоверность резуль-
татов обеспечивается корректностью постановки
задачи – уравнения получены на основе извест-
ных соотношений общей теории оболочек вра-
щения, выполнением условия Куранта-Фридрихса-
Леви, обеспечивающего сходимость метода харак-
теристик. Полученные результаты не противоре-
чат ожидаемой физической картине распростра-
нения волн в оболочках с криволинейной осью.
Проведено исследование влияния геометри-

ческих параметров на неустановившееся движе-
ние оболочки. Предложенная методика может
применяться для решения прикладных задач тео-
рии упругости.
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Данильченко Д.В., Засовенко А.В., Мастиновський Ю.В. Торцевий удар по оболонці
з криволінійною віссю

В роботі розглядається дія вісесіметрічного крайового навантаження на криволінійну
оболонку постійного кругового перерізу, що має вид частини тора. Задачу розв’язано чи-
сельно з використанням методу характеристик.
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Danylchenko D., Zasovenko A., Mastinovskiy Y. Face impact on curved axis shell

The paper analyzes the effect of axisymmetric load on uniform circular cross-section toric
shells. The task is solved numerically with the use of method of characteristics.

Key words: toriс shells, edge impact, method of characteristics.




