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Ââåäåíèå

Â àâèàöèîííûõ êîíñòðóêöèÿõ, íàïðèìåð, äëÿ
îáøèâêè ñàìîëåòà, â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà èñïîëü-
çóþòñÿ ëèñòîâûå àëþìèíèåâûå ñïëàâû, ïîêðû-
òûå òîíêèì ïëàêèðóþùèì ñëîåì èç òåõíè÷åñêè
÷èñòîãî àëþìèíèÿ. Ïðè öèêëè÷åñêîì íàãðóæå-
íèè ïîâåðõíîñòü òàêîãî ñëîÿ èñïûòûâàåò èíòåí-
ñèâíîå çíàêîïåðåìåííîå ïëàñòè÷åñêîå äåôîðìè-
ðîâàíèå, ÷òî ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ íà íåì
äåôîðìàöèîííîãî ðåëüåôà (ÄÐ). Âîçíèêíîâåíèå
ÄÐ îáóñëîâëåíî ëîêàëüíûìè èçìåíåíèÿìè øå-
ðîõîâàòîñòè ïîâåðõíîñòè èç-çà ýâîëþöèè äèñ-
ëîêàöèîííîé ñòðóêòóðû ïëàêèðóþùåãî ñëîÿ è
ïðè ðåãèñòðàöèè îïòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè ïðî-
ÿâëÿåòñÿ â âèäå òåìíûõ ó÷àñòêîâ íà êîíòðàñòíûõ
÷åðíî-áåëûõ ôîòîãðàôèÿõ (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Ôîòîãðàôèÿ (×500) ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè ñî
ñëåäàìè ÄÐ (òåìíûå ó÷àñòêè) ñ íàëîæåíèåì ñåòêè

êâàäðàòíûõ ÿ÷ååê

Êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà íàãðóæåííîñòè è ïî-
âðåæäåííîñòè ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè ïëîùàäüþ A
ïðîèçâîäèòñÿ ïî êðèòåðèþ íàñûùåííîñòè ÄÐ [1]
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Ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ äåôîðìàöèîííîãî ðåëüåôà (ÄÐ) íà ïîâåðõíîñòè ïëàêèðóþùåãî
ñëîÿ àëþìèíèåâûõ ñïëàâîâ îïèñûâàåòñÿ ñ ïîçèöèé îáðàçîâàíèÿ è îáúåäèíåíèÿ êëàñòåðîâ
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æåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ ðàçíîé «ìàññû» îò îá-
ùåé êîíöåíòðàöèè ÿ÷ååê ÂÔ. Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþòñÿ äàííûìè ÷èñ-
ëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Îáîñíîâàí êðèòåðèé ïðåäåëüíîé êîíöåíòðàöèè êëàñòåðîâ, ïðè êî-
òîðîé ïðîöåññ èõ íàêîïëåíèÿ âûõîäèò íà ñòàäèþ íàñûùåíèÿ. Ðàñ÷åòíûå îöåíêè ïðåäåëü-
íîé êîíöåíòðàöèè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïî íàñûùåíèþ ÄÐ
íà ïîâåðõíîñòè ïëàêèðóþùåãî ñëîÿ ïðè öèêëè÷åñêîì íàãðóæåíèè.
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A
SD = , (1)

ãäå S  – ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ñî ñëåäàìè ÄÐ (ñóì-
ìàðíàÿ ïëîùàäü òåìíûõ ïÿòåí íà ôîòîãðàôèè).

Êàê ïîêàçûâàþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëå-
äîâàíèÿ, ôîðìèðîâàíèå è ðàñïðîñòðàíåíèå ëî-
êàëüíîãî ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ íà ïî-
âåðõíîñòè ïëàêèðóþùåãî ñëîÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
ïåðâûõ öèêëîâ íàãðóæåíèÿ. Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà
öèêëîâ íàãðóæåíèÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, çàíÿ-
òàÿ ñëåäàìè ÄÐ, âîçðàñòàåò (ðèñ. 2). Ïðè ýòîì
íàáëþäàåòñÿ òðè ñòàäèè èçìåíåíèÿ íàñûùåííî-
ñòè ÄÐ: íà íà÷àëüíîì ýòàïå íàðàáîòêè ñêîðîñòü
èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà D îòíîñèòåëüíî íåáîëüøàÿ,
çàòåì ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå èíòåíñèâíîñòè íà-
êîïëåíèÿ ÄÐ ñ ïîñëåäóþùèì åå óìåíüøåíèåì.
Ïîñëåäíèé ýòàï ðàçâèòèÿ ÄÐ ìîæíî òðàêòîâàòü
êàê ñòàáèëèçàöèþ íàñûùåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî
ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6
0,7

0 200000 400000 600000 800000 1000000 1200000

N, циклів

П
ар
ам
ет
р 

D

R=0
R=0,3

R=0,42
R=0,5

R=0,6

Ðèñ. 2. Èçìåíåíèå íàñûùåííîñòè ÄÐ ñ íàðàáîòêîé äëÿ
öèêëè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ  àñèììåòðèÿõ

öèêëà íàãðóæåíèÿ [2]
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Îñîáåííîñòè ýâîëþöèè ÄÐ ïðè öèêëè÷åñêîì
íàãðóæåíèè äîñòàòî÷íî ïîëíî èçó÷åíû ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî [2-5]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçëîæåíà òå-
îðåòè÷åñêàÿ òðàêòîâêà äàííîãî ïðîöåññà íà îñíî-
âàíèè âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ôîðìèðîâàíèÿ êëà-
ñòåðîâ âòîðè÷íîé ôàçû â äâóõôàçíîé ñèñòåìå.

1. Èñõîäíûå ïðåäïîñûëêè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ôîðìèðîâàíèè êëàñòå-
ðîâ ÄÐ ïî ìåõàíèçìó ðàçâèòèÿ äâóõôàçíîé ñèñ-
òåìû, ãäå ïåðâè÷íàÿ ôàçà (ÏÔ) – ïîâåðõíîñòü
áåç ñëåäîâ ÄÐ (ñâåòëûé ôîí íà ÷åðíî-áåëûõ ôî-
òîãðàôèÿõ), à â êà÷åñòâå âòîðè÷íîé ôàçû (ÂÔ)
âûñòóïàþò îáëàñòè ëîêàëüíîãî ïëàñòè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ, ïðîÿâëÿþùèåñÿ íà ôîòîãðàôè-
ÿõ ÷åðíûì öâåòîì.

Êàê ïîêàçûâàþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëå-
äîâàíèÿ, ýâîëþöèÿ òàêîé äâóõôàçíîé ñèñòåìû
õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîñòåïåííûì óâåëè÷åíèåì ñóì-
ìàðíîé ïëîùàäè ÂÔ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ïî-
ñòåïåííîì ïðîöåññå åå îáðàçîâàíèÿ è ðàçâèòèÿ.
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ÄÐ
ðåàëèçóåòñÿ êàê îáðàçîâàíèå ïåðâè÷íûõ íîñèòå-
ëåé ïîâåðõíîñòíîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ñ
ëèíåéíûì ðàçìåðîì a, èõ íàêîïëåíèåì íà ïî-
âåðõíîñòè ñ ïîñëåäóþùèì îáúåäèíåíèåì è îá-
ðàçîâàíèåì àññîöèàöèé – êëàñòåðîâ*.

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü ïëîùàäüþ A, íà êî-
òîðîé ôîðìèðóåòñÿ ÄÐ. Ðàçîáüåì äàííóþ ïîâåð-
õíîñòü íà N (N >> 1) ïëîòíî óïàêîâàííûõ ÿ÷å-
åê ñ ëèíåéíûì ðàçìåðîì a  (ðèñ.2). Ïàðàìåòðû
A, N è a  ñâÿçàíû î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì
A = Na2. Â êàæäîé ÿ÷åéêå ìîæåò áûòü ðàçìåùåí
òîëüêî îäèí ïåðâè÷íûé íîñèòåëü ÄÐ è îíà ñ÷è-
òàåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì ÂÔ. Åñëè äâå èëè áîëåå
òàêèõ ÿ÷ååê îêàçûâàþòñÿ ðÿäîì, îíè îáðàçóþò
êëàñòåð ñ «ìàññîé», ðàâíîé êîëè÷åñòâó âõîäÿ-
ùèõ â íåãî ÿ÷ååê. Ìàññó êëàñòåðà áóäåì õàðàêòå-
ðèçîâàòü ïàðàìåòðîì s (s = 1, 2, ¾), ðàâíûì
êîëè÷åñòâó ÿ÷ååê ÂÔ â êëàñòåðå, à êîëè÷åñòâî
êëàñòåðîâ ìàññîé s  îáîçíà÷èì ns.

Êàæäàÿ ÿ÷åéêà â îáëàñòè A îêðóæåíà ñîñåäíè-
ìè, ïðèìûêàþùèìè ê íåé ÿ÷åéêàìè. Êîëè÷åñòâî
áëèæàéøèõ «ñîñåäåé» z  íàçîâåì êîîðäèíàöèîí-
íûì ÷èñëîì ñåòêè, êîòîðîå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ
ôîðìîé ÿ÷ååê è ñïîñîáîì èõ óïàêîâêè. Íàïðè-
ìåð, äëÿ òðåóãîëüíûõ ÿ÷ååê ñ êîìïîíîâêîé ïî
ñòîðîíàì (ïî âïèñàííîé îêðóæíîñòè)
z = 3, à ñ êîìïîíîâêîé ïî ñòîðîíàì è ïî âåðøè-
íàì (ïî îïèñàííîé îêðóæíîñòè) z = 12. Äëÿ êâàä-
ðàòíûõ, ñîîòâåòñòâåííî, z = 4 è z = 8. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî ïðèíÿòàÿ ñõåìà äèñêðåòèçàöèè ÿ÷åé-
êàìè îáëàñòè A ìîæåò áûòü òðàíñôîðìèðîâàíà â
êëàññè÷åñêèå ñèñòåìû ñâÿçåé èëè óçëîâ [6,7].

2. Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü

Ïóñòü ñðåäè N  ÿ÷ååê íà îäíîðîäíî äåôîðìè-
ðóåìîé ïîâåðõíîñòè ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàññåÿ-

íî n  ÿ÷ååê ÂÔ ( Nn < ), êîíöåíòðàöèÿ êîòîðûõ

îïðåäåëÿåòñÿ êàê N/nx = . Ïðè ñëó÷àéíîé
âûáîðêe ÿ÷ååê îáúåìîì z  âåðîÿòíîñòü íàõîæäå-
íèÿ ðîâíî s  ÿ÷ååê ÂÔ â òàêîé âûáîðêå îïèñû-
âàåòñÿ áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì:

szss
zz )x1(xC)s(p −−= ,                   (2)

ãäå s
zC  - ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç z  ýëåìåíòîâ ïî s.

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ x  ( 1,0x ≤ ) ðàñïðåäåëå-
íèå (2) àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàñïðå-

äåëåíèþ Ïóàññîíà, à ïðè 9)x1(zx >−  – ê íîð-
ìàëüíîìó [8]. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà çàïè-
øåì

)zxexp(
!s
)zx()s(p
s

z −= . (3)

Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå zsz N/np → , ãäå

z/NNz =  – ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ãðóïï ïî

z ÿ÷ååê â ñîâîêóïíîñòè N , íà îñíîâàíèè (3)
ïîëó÷èì

( )zxexpx
!s

z
N
n s

1s
s −=

−
. (4)

Ôîðìóëà (4) îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü êîëè÷å-

ñòâà êëàñòåðîâ sn  ( zs ≤ ) îò êîíöåíòðàöèè ÿ÷å-
åê ÂÔ x  è ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñò-
íîé ìîäåëè ôîðìèðîâàíèÿ àññîöèàöèé èç s  ðàñ-
ñåÿííûõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîâðåæäåíèé [9].

Èç ôîðìóëû (3) ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ
âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ êëàñòåðà ìàññû s  ðåàëèçó-
åòñÿ ïðè êîíöåíòðàöèè

z
sxm = . (5)

Ñîãëàñíî (4) ñ óâåëè÷åíèåì îáùåé êîíöåí-
òðàöèè ÿ÷ååê ÂÔ ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì
z  êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ óâåëè÷èâàåòñÿ äî ìàê-

ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè mx , ïîñëå ÷åãî ïðî-

èñõîäèò óìåíüøåíèå sn . Óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà

êëàñòåðîâ ïðè mxx >  ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî
òîëüêî èõ îáúåäèíåíèåì è îáðàçîâàíèåì íîâûõ
êëàñòåðîâ áîëüøåé ìàññû.

Âïîëíå î÷åâèäíî, ÷òî îáðàçîâàíèå êëàñòåðà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíîå ñîáûòèå. Â ñâÿçè ñ
ýòèì ôîðìóëà (4) îïðåäåëÿåò óñðåäíåííóþ ôóí-
êöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà êëàñòåðîâ
îò îáùåé êîíöåíòðàöèè ïîâðåæäåíèé. Ïðè x<<1
íàëè÷èå àññîöèàöèé èç íåñêîëüêèõ ïîâðåæäåíèé
ìàëîâåðîÿòíî, è èìååò ìåñòî ñèñòåìà èç åäèíè÷-
íûõ ( s =1) ðàññðåäîòî÷åííûõ ÿ÷ååê ÂÔ. Åñëè  x
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íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî 1)zxexp( ≈ , òî èç ôîðìóëû

(3) ñëåäóåò xN/n1 → . Ýòî îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé

õàðàêòåð çàâèñèìîñòè )x(n1 .

Îòêëîíåíèÿ çàâèñèìîñòè )x(n1  îò ïðÿìîé
ëèíèè ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè êîíöåíòðàöèè xa
îçíà÷àåò íà÷àëî îáúåäèíåíèÿ ÿ÷ååê ÂÔ è îáðà-
çîâàíèå ïåðâûõ êëàñòåðîâ. Ïàðàìåòðû xa è xm,
õàðàêòåðèçóþùèå îñíîâíûå ýòàïû ïðîöåññà ôîð-
ìèðîâàíèÿ è ðàçâèòèÿ êëàñòåðîâ, â òåðìèíîëî-
ãèè òåîðèè ïåðêîëÿöèè íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïîðîã àãðåãàöèè è êðèòè÷åñêàÿ êîí-
öåíòðàöèÿ àãðåãàöèè [10]. Êðîìå ýòèõ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé êîíöåíòðàöèè èñïîëüçó-
åòñÿ ïàðàìåòð xc – ïîðîã ïåðêîëÿöèè, ïðè êîòî-
ðîì îáðàçóåòñÿ áåñêîíå÷íûé êëàñòåð, ïðîíèçû-
âàþùèé âñþ îáëàñòü ÿ÷ååê (ñâÿçåé).

Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ
ìîäåëü íå îïèñûâàåò îáðàçîâàíèå áåñêîíå÷íîãî
êëàñòåðà, òàê êàê â íåé ìàññà êîíå÷íûõ êëàñòå-
ðîâ s îãðàíè÷èâàåòñÿ êîîðäèíàöèîííûì ÷èñëîì
ðåøåòêè z. Â òî æå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî ïîðîã
ïðîòåêàíèÿ xc ïðè íàðóøåíèè ñâÿçåé íàèáîëåå
÷óâñòâèòåëåí ê ÷èñëó áëèæàéøèõ ñîñåäåé z  è
çíà÷èòåëüíî ìåíåå ÷óâñòâèòåëåí ê äðóãèì ïàðà-
ìåòðàì ðåøåòîê (òàáë. 1).

Òàáëèöà 1
Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïåðêîëÿöèè
ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïëîñêèõ ðåøåòîê [7]

Èç ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 1 äàííûõ ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ïëîñêèõ ðåøåòîê ïðîèçâåäåíèå zxc áëèç-
êî ê 2. Ñîãëàñíî (5) ýòî çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò

ìàêñèìóìó çàâèñèìîñòè )x(n2  ïðè cm xx ≈ . Ñëå-
äîâàòåëüíî, ôîðìèðîâàíèå ïðîíèçûâàþùåãî êëà-
ñòåðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè êîíöåíòðàöèè ÿ÷ååê
ÂÔ, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàêñèìóìó êîíöåíòðàöèè
êëàñòåðîâ ñ s = 2.

3. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà

Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ àäåêâàòíîñòè âûðàæåíèÿ
(4) áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî
ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññîâ ñëó÷àéíîãî ïîÿâëåíèÿ,
íàêîïëåíèÿ è ôîðìèðîâàíèÿ êëàñòåðîâ ÂÔ ðàç-
ëè÷íîé ìàññû íà ïëîñêîé ñåòêå ÿ÷ååê ñ çàäàí-
íûìè çíà÷åíèÿìè z [11]. Ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè
ïðåäñòàâëÿëñÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè N  ïëîòíî
óïàêîâàííûõ ÿ÷ååê. Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êî-
îðäèíàöèîííîãî ÷èñëà z  âûáèðàëàñü ôîðìà ÿ÷ååê
è ïðèíèìàëîñü, ÷òî èõ îáúåäèíåíèå ðåàëèçóåòñÿ

ïî ñîïðèêàñàþùèìñÿ ñòîðîíàì. Òàê, äëÿ òðåó-
ãîëüíèêîâ z = 3, äëÿ êâàäðàòîâ z  = 4 è ò.ä.

Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ ïîýòàïíî ÷àñòü ÿ÷å-
åê ïåðåâîäèëèñü â êàòåãîðèþ ÂÔ. Ðàñïîëîæåíèå
òàêèõ ÿ÷ååê íà èññëåäóåìîì ïîëå N  ÿâëÿëîñü ñëó-
÷àéíûì. Â àâòîìàòèçèðîâàííîì ðåæèìå ðåãèñòðè-

ðîâàëîñü êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ ðàçëè÷íîé ìàññû sn
ïðè òåêóùåì çíà÷åíèè êîíöåíòðàöèè ÿ÷ååê ÂÔ x .

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêà-
çûâàþò, ÷òî íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ôîðìèðîâàíèÿ
ÂÔ ôîðìóëà (4) äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàåò çà-
âèñèìîñòè êîíöåíòðàöèè êëàñòåðîâ ðàçëè÷íîé
ìàññû ( zs ≤ ) îò x  (ðèñ. 3). Ïðè z = 3 è z = 4 äëÿ

1n  ñîîòâåòñòâèå òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëü-

íûõ ðåçóëüòàòîâ èìååò ìåñòî ïðè 15,0x ≤ , à äëÿ

2n  ïðè 1,0x ≤ . Äëÿ 3n  èìååì 3,0x ≤

( z = 3) è 25,0x ≤  (z = 4) (ðèñ. 3).

à

á

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèè êëàñòåðîâ ÂÔ ðàçëè÷íîé

ìàññû: N/)x(n1  (1); N/)x(n2  (2); N/)x(n3 = 3 (3);

N/)x(n4  (4) äëÿ ïëîñêèõ ÿ÷ååê ñ z = 3 (à) è z = 4 (á).

Ëèíèè – ðàñ÷åò ïî ôîðìóëå (4), òî÷êè – ðåçóëüòàòû
ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèåì îáùåãî

êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê N

Îòêëîíåíèå ðåçóëüòàòîâ èìèòàöèîííîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ îò òåîðåòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè (4)
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ êîí-
öåíòðàöèè x  èíòåíñèâíî íà÷èíàþò ôîðìèðîâàòü-

Тип решеток z  cx  czx  ∗
ar  ∗x  

Треугольная 3 0,65 1,95 1,86 0,35 
Квадратная 4 0,5 2,0 2,15 0,3 

Шестиугольная 6 0,35 2,1 2,63 0,25 

 N/ns  

x  0
0,02
0,04
0,06

0,08
0,1

0,12
0,14

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

N=7392
N=29568
N=43200

1

2 3

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0 0,1 0,2 0,3 0,4

N=4761
N=18496
N=42849

1 2 3 4

 N/ns  

x  
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ñÿ êëàñòåðû ñ ìàññîé zs >> . ×èñëåííûé ýêñïå-
ðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ðåøåòîê ñ z = 3 è z = 4
çà ñ÷åò ìàññîâîãî îáúåäèíåíèÿ ÿ÷ååê ÂÔ äàæå
ïðè ñðàâíèòåëüíî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ îáùåé êîí-
öåíòðàöèè ( 1,0x ≥ ) îáðàçóþòñÿ êëàñòåðû áîëü-

øîé ìàññû: 10n , 20n  è äàæå 50n .
Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîëó÷åíî, ÷òî ðàçìåð

ÿ÷ååê è, ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê
íà èññëåäóåìîé ïîâåðõíîñòè N  ïðàêòè÷åñêè íå
âëèÿåò íà ïðîöåññû îáðàçîâàíèÿ è ðîñòà êëàñòå-
ðîâ (ðèñ. 3).

4. Êðèòåðèè íàñûùåííîñòè êëàñòåðîâ

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
èçìåíåíèÿ íàñûùåííîñòè ÄÐ ïðè öèêëè÷åñêîì
íàãðóæåíèè ïîêàçûâàþò íàëè÷èå ñòàäèéíîñòè
ïðîöåññà (ðèñ. 2). Àíàëîãè÷íàÿ ñòàäèéíîñòü èìååò
ìåñòî è ïðè ôîðìèðîâàíèè êëàñòåðîâ ÂÔ â çà-

âèñèìîñòè îò x . Äëÿ )x(ns  ( 1s > ) íà íà÷àëüíîì
ýòàïå ñêîðîñòü êëàñòåðîîáðàçîâàíèÿ ïëàâíî óâå-
ëè÷èâàåòñÿ ñ ïîñëåäóþùåé ñòàáèëèçàöèåé è äàæå
óìåíüøåíèåì (ðèñ. 3). Ðàññìîòðèì ÿâëåíèå ñòà-
áèëèçàöèè ðîñòà ÂÔ â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé òå-
îðåòè÷åñêîé ìîäåëè ñ öåëüþ îáîñíîâàíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé.

Îáùåå êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ ñ zs ≤  íà ïîëå
èç N  ÿ÷ååê ïðè ôèêñèðîâàííîì x  îïðåäåëÿåòñÿ
íà îñíîâàíèè (4) êàê

( )∑∑
==

−
=

z

1s

sz

1s

s
!s
)zx(

z
zxexp

N
n

.                 (6)

Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (6) ñ äîñ-
òàòî÷íûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ 1x <  ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â âèäå

1)zxexp(
!s
)zx(z

1s

s
−≅∑

=
.                      (7)

С учетом (7) формула (6) примет вид

( )[ ]zxexp1
z
Nn

z

1s
s −−=∑

=
.                   (8)

Èç âûðàæåíèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî íà ïîëå èç N
ÿ÷ååê ïðåäåëüíîå êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ ÂÔ sn  ñ

ìàññîé zs ≤  ïðè 1x ≤  îãðàíè÷åíî çíà÷åíèåì:

( )[ ]zexp1
z
Nn

z

1s
s −−≤∑

=
.                   (9)

Òàêèì îáðàçîì, íàñûùåíèå ïðîöåññà ôîðìè-
ðîâàíèÿ êëàñòåðîâ âïîëíå îáîñíîâàíî è îïèñû-
âàåòñÿ ôîðìóëîé (8).

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ íàñûùåíèÿ ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó êëàñòåðà-
ìè r , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç èõ êîíöåíòðà-

öèþ Ac  íà ïëîùàäè A  ñîîòíîøåíèåì

2
1

z

1s
2

s

A Na

n
c
1r

−

=










== ∑ . (10)

Îáúåäèíèâ âûðàæåíèÿ (10) è (8), çàïèøåì

=









==

−

=
∑

2
1

z

1s

s
a N

n
a
rr )zxexp(1

z
−− ,    (11)

ãäå ar  – ðàññòîÿíèå ìåæäó êëàñòåðàìè, íîðìè-
ðîâàííîå ê õàðàêòåðíîìó ðàçìåðó ÿ÷åéêè.

Îòìåòèì, ÷òî èç ôîðìóëû (11) ïðè óñëîâèè

ôîðìèðîâàíèÿ ïðîíèçûâàþùåãî êëàñòåðà 2zxc ≅

[8] ñëåäóåò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ∗
ar  (òàáë.1), áëèç-

êîå ïî çíà÷åíèþ ê êîíöåíòðàöèîííîìó êðèòå-
ðèþ eK ≈  [12]. Äàííûé êðèòåðèé, ðàâíûé ñðåä-
íåìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó ñîñåäíèìè ðàññåÿííû-
ìè äåôåêòàìè è íîðìèðîâàííûé ê èõ ðàçìåðó,
õàðàêòåðèçóåò ïåðåõîä îò ñòàäèè ðàññåÿííîãî ê
ñòàäèè ëîêàëèçîâàííîãî ðàçðóøåíèÿ.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïî ðàç-
âèòèþ ÂÔ, â õîäå êîòîðîãî îïðåäåëÿëîñü êîëè-
÷åñòâî êëàñòåðîâ ðàçëè÷íîé ìàññû, à ïî ôîðìóëå
(10) – ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè, ïîäòâåð-
æäàþò àäåêâàòíîñòü òåîðåòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ
(11) (ðèñ. 4). Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ìîäåëèðî-
âàíèå, ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
îáùåé êîíöåíòðàöèè x  ôîðìèðóþòñÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèå êëàñòåðû ñ ìàññîé zs > . Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè îïèñàíèè êëàñòåðîîáðàçîâàíèÿ ïîìèìî ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó îòäåëüíûìè êëàñòåðàìè íåîáõî-
äèìî ó÷èòûâàòü è èõ ðàçìåðû (ìàññó).

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè ar (1) è ms (2) îò x,

ïîëó÷åííûå ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè (ñâåòëûå
òî÷êè) è ðàññ÷èòàííûå ïî ôîðìóëàì (11) è (12)

(ëèíèÿ) ïðè z = 4

Ñðåäíÿÿ ìàññà êëàñòåðà ms  ÿâëÿåòñÿ îäíîé
èç êëþ÷åâûõ õàðàêòåðèñòèê â òåîðèè ïåðêîëÿ-

0
2
4
6
8

10
12

0 0,1 0,2 0,3 0,4

1

2

ma s;r

x
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öèè. Ïàðàìåòð ms  îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé âñåõ ÿ÷å-
åê, âõîäÿùèõ â êëàñòåðû, äåëåííîé íà îáùåå
êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ. Äëÿ êëàñòåðîâ ñ ìàññîé

zs ≤  çàïèøåì

∑
=

= z

1s
s

m

n

Nxs .  (12)

Ïîäñòàâèâ â (12) âûðàæåíèå (8), ïîëó÷èì

)zxexp(1
zxsm −−

= . (13)

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïàðàìåòðà ms  ïî ôîð-
ìóëå (13) õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè ÷èñ-
ëåííîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ðàçëè÷íûõ z  íà íà-
÷àëüíîé ñòàäèè ôîðìèðîâàíèÿ êëàñòåðîâ (ðèñ. 4).
Îòêëîíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé ñðåä-
íåé ìàññà êëàñòåðîâ îò çàâèñèìîñòè (13) èìååò
ìåñòî ïðè ïîâûøåííûõ çíà÷åíèÿõ x , ÷òî îáóñ-
ëîâëèâàåòñÿ ïîÿâëåíèåì êëàñòåðîâ ñ ìàññîé zs > ,
êîòîðûå íå ó÷èòûâàþòñÿ ôîðìóëîé (13).

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êîíöåíòðàöèè ÂÔ
( 1x << ) èç (13) ñëåäóåò î÷åâèäíîå ïðèáëèæåíèå

1sm → . Ñ óâåëè÷åíèåì x  ( 3,0x ≤ ) äëÿ ðàçëè÷íûõ
z çàâèñèìîñòü (13) ìîæíî îïèñàòü ôóíêöèåé

bx1
1sm −

= . (14)

ãäå êîýôôèöèåíò b  ñîîòâåòñòâóåò èíòåíñèâíîñòè

ðîñòà ñðåäíåé ìàññû êëàñòåðà â òî÷êå 0x = . Ïî
äàííûì ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ðàçëè÷íûõ
z ïîëó÷åíî (êîýôôèöèåíò ðåãðåññèè R2 = 0,985):

5583,0z3322,0b += .                   (15)

Ïðèíèìàåì, ÷òî ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå (íà-
ñûùåíèå ïðîöåññà îáðàçîâàíèÿ êëàñòåðîâ) áó-
äåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ïðåäåëüíîé êîíöåíòðàöè-

åé ÂÔ ∗x , ïðè êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ óñëîâèå ïðå-
äåëüíîãî ñëèÿíèÿ êëàñòåðîâ – ñðåäíåå ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó íèìè ðàâíî ñðåäíåìó ðàçìåðó êëàñòå-

ðîâ: ma sr = .
Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (11) è (14) ïîëó÷èì òðàíñ-

öåíäåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëü-

íîé êîíöåíòðàöèè ÿ÷ååê ÂÔ ∗x , ïðè êîòîðîé
ðåàëèçóåòñÿ ìàññîâîå îáúåäèíåíèå êëàñòåðîâ:

)zxexp(1)bx1(z 2
∗∗ −−=− .           (16)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16) äàåò çíà÷åíèÿ ïðå-

äåëüíîé êîíöåíòðàöèè îáúåäèíåíèÿ ∗x  äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà z (òàáë. 1).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ

∗x  ñîîòíîñÿòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ z  ñî çíà÷åíèÿìè

ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ cx  (òàáë.1). Çàâèñèìîñòü ìåæäó
ýòèìè ïàðàìåòðàìè ëèíåéíà è èìååò âèä

4,0x3xc −= ∗ .                          (17)

Ïðè óñëîâèè 2zxc ≈  [7] èç (17) ñëåäóåò

133,0
z3
2x +≈∗ .                          (18)

Ïðè z  = 3; 4; è 6 èç (18) ñëåäóåò: x* = 0,36;
0,3 è 0,24, ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè , ñîîòâåòñòâóþùèìè
ñòàäèè íàñûùåíèÿ ÄÐ (ðèñ. 2).

Çàêëþ÷åíèå

Ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ è ðàçâèòèÿ ÄÐ íà
ïîâåðõíîñòè ïëàêèðóþùåãî ñëîÿ ìîæíî îïèñû-
âàòü ñ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè íàêîï-
ëåíèÿ è îáúåäèíåíèÿ êëàñòåðîâ ÂÔ â äâóõôàç-
íîé ñèñòåìå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïëîñêîé ñåòêè
ÿ÷ååê ðàçëè÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû. Àäåê-
âàòíîñòü ìîäåëè ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè
÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Òåîðåòè÷åñêèå çíà÷å-
íèÿ êðèòè÷åñêîé êîíöåíòðàöèè êëàñòåðîâ ïðè
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íîñòè ÄÐ ïðè íàñûùåíèè.
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Ñ.Ð.  Iãíàòîâè÷, Ì.Â. Êàðóñêåâè÷, ª.Ñ. Äîðîøåíêî. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ôîðìóâàí-
íÿ êëàñòåð³â äåôîðìàö³éíîãî ðåëüºôó íà ïîâåðõí³ ïëàêîâàíîãî øàðó êîíñòðóêö³éíèõ àëþ-
ì³í³ºâèõ ñïëàâ³â

Ïðîöåñ ôîðìóâàííÿ äåôîðìàö³éíîãî ðåëüºôó (ÄÐ) íà ïîâåðõí³ ïëàêîâàíîãî øàðó àëþì³-
í³ºâèõ ñïëàâ³â îïèñóºòüñÿ ç ïîçèö³é âèíèêíåííÿ òà îá’ºäíàííÿ êëàñòåð³â âòîðèííî¿ ôàçè
(ÂÔ) íà ïëîñêèõ ðåø³òêàõ ç çàäàíèì êîîðäèíàö³éíèì ÷èñëîì. I ìîâ³ðí³ñíà ìîäåëü, ùî çàïðî-
ïîíîâàíà, îïèñóº ê³ëüê³ñòü êëàñòåð³â ð³çíî¿ «ìàñè» â³ä çàãàëüíî¿ êîíöåíòðàö³¿ ÷àðóíîê ÂÔ.
Òåîðåòè÷í³ ðåçóëüòàòè ï³äòâåðäæóþòüñÿ äàíèìè ÷èñåëüíîãî åêñïåðèìåíòó. Îáµðóíòîâàíèé
êðèòåð³é ãðàíè÷íî¿ êîíöåíòðàö³¿ êëàñòåð³â, ïðè ÿê³é ïðîöåñ ¿õ íàêîïè÷åííÿ âèõîäèòü íà
ñòàä³þ íàñè÷åííÿ. Ðîçðàõóíêîâ³ îö³íêè ãðàíè÷íî¿ êîíöåíòðàö³¿ äîáðå ïîãîäæóþòüñÿ ç åêñ-
ïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè ç íàñè÷åí³ñòþ ÄÐ íà ïîâåðõí³ ïëàêó÷îãî øàðó ïðè öèêë³÷íîìó
íàâàíòàæóâàíí³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äåôîðìàö³éíèé ðåëüºô, ïîâåðõíÿ, öèêë³÷íå íàâàíòàæóâàííÿ, êëàñòåðè,
óòîìà, çëèòòÿ êëàñòåð³â.

S.R. Ignatovich, M.V. Karuskevich, E.Yu. Doroshenko. Mathematical model of the
deformation relief clasters formation on the surface of alclad aluminium alloys

The process of the deformation relief (DR) formation on the surface of alclad aluminium
alloys is described from the standpoint of nucleation and   coalescence of the second phase (SP)
clusters  on the flat grates with certain co-ordinating number. Proposed probabilistic model
describes the number of the clusters with different “mass” on the general  concentration of the
SP cells. Theoretical results are confirmed by the numeral experiment. The   criterion of the
maximum clusters concentration that correspondent to the stage of their saturation has been
grounded. Estimated by the calculation   maximum concentration corresponds with experimental
data of the deformation relief intensity on the surface of the clad layer under the cyclic loading.

 Key words: deformation relief, surface, cyclic loading, clusters, fatigue, coalescence of clusters.




